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¢ SITUATION DECLENCHANTE (il dusudg
Une bille est lachée sans vitesse. Une chronophotographie (une image par seconde) donne les
distances parcourues : 5 m aprés 1s, 20 m aprés 2 s, 45 m aprés 3 s. On remarque que 5 = 5 x 12, 20 =

5 x 22 et 45 = 5 x 32 : la distance suit la loi d(t) = 5¢* (loi de la chute libre, démontrée en physique en

2e BAQ).
M;Ms; 45—-5

En tronc commun, on estime la vitesse a t = 2 s avec les positions voisines : v ~ > =—3 = 20
T

m/s.
d(2+h)—d(2) 20h+5h*

h B h B
20 + 5h. Quand h devient trés petit, cette vitesse moyenne se rapproche de 20 : la vitesse instantanée

at = 2s est exactement 20 m/s. Ce nombre limite s'appelle le nombre dérivé de d en 2. En physique,

En mathématiques, entre t = 2 et t = 2 + h, la vitesse moyenne vaut

. d ..
on écritv = d—f ; en mathématiques, dy = f'(z) dz.

@ OBJECTIFS DU CHAPITRE Juadll Glaal

Etudier la dérivabilité d'une fonction en un point et interpréter le résultat sur la courbe.

Calculer des dérivées : opérations, composée, réciproque, racine n-ieme.

Utiliser f’ pour les variations et les extremums, f” pour la concavité.

Etudier les branches infinies et les symétries, puis mener une étude compléte de fonction.

1. Dérivabilité en un point dhd 8 L3l LS

DEFINITIONS
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et 2y € I. On dit que f est dérivable en z; s'il

existe un réel £ tel que lim f@) - f@o) _,
T—Tg T — Xy

f(@) — f(=0)

r — X

Le réel £ est le nombre dérivé de f en z, ; on le note f'(zo). Le quotient s'appelle le taux

de variation de f entre z et z.
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N, EXEMPLE RESOLU

Etudier la dérivabilité de f(z) = 222 en o = 2.
f(®)—f(2) 22*-8 2(z—2)(z+2)

Solution. = 2(z + 2) pour = # 2.
T — ; T —2 T

Donc lim @) = 1@ _ 2(x +2) = 8: f est dérivable en 2 et f'(2) = 8.

T—2 r—2 T—2

2. Dérivabilité a droite, a gauche Sl Gleg Gueddl Lle Gl 3l duduls
DEFINITIONS
f est dérivable a droite en z; si lim o) = fm) _ ¢ (réel); on note f)(zy) = ¢;. De méme a gauche
zod a8 = a8y
. (@) = f(=zo)

. £l _
) = e e

Propriété : f est dérivable en z, si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en z, et
fa(zo) = fo(z0).

On utilise ces limites pour une fonction définie par morceaux, avec une valeur absolue, ou en une
borne de I'ensemble de définition.

%, EXEMPLE RESOLU
Etudier la dérivabilité de f(z) = |z — 2| en 2o = 2.

fl@)-f(2) _ =-2

Solution. Pourz > 2: = =1,donc f}(2) = 1.
8 z—2 8 z—2
Pourz < 2: flz) -2 _—(z-2) = —1,donc f/(2) = —1.
T —2 T —2 Y

fa(2) # £,(2) : f n'est pas dérivable en 2. En A(2;0), la courbe a deux demi-tangentes de coefficients
directeurs 1 et —1: c'est un point anguleux.

3. Interprétation géométrique gl Jagldl

A RETENIR
Tangente : si f est dérivable en xz, la courbe (C}) admet au point A(z ; f(z,)) la tangente d'équation
y = f'(zo)(z — z0) + f(z0).
Ce que dit la limite du taux de variation :
* |imite réelle £ : tangente de coefficient directeur ¢ (horizontale si £ = 0) ;
® l|imite réelle a droite (ou a gauche) seulement : demi-tangente ;
® l|imite oo : f n'est pas dérivable, mais la courbe a une tangente (ou une demi-tangente) verticale
d'équation z = z.
Approximation affine : pour z proche de zy, f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0).

*\, EXEMPLE RESOLU

1) Equation de la tangente a la courbe de g(x) = * au point d'abscisse 1. 2) Etudier la dérivabilité &
droite de h(z) = v/z — 2 en 2 et interpréter.
Solution. 1) 9(=) —9(1) = RNVt B0
z—1 z—1
3(x—1)+1,soity =3z — 2.
h(z) —h(2) +Vz—-2 1
-2  z-2 Jz-2

admet au point (2;0) une demi-tangente verticale.

=z?+x+1—3 doncg/(1)=3;avecg(l)=1:y=

2) Pourxz > 2: — 4o00. h n'est pas dérivable a droite en 2 : la courbe
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., 4. Dérivabilité et continuité JLaidly $laui il

I~, PROPRIETES

Si f est dérivable en zg, alors f est continue en z.

La réciproque est fausse : z — || est continue en 0, mais f;(0) = 1 et f;(0) = —1, donc elle n'est pas
dérivable en 0.

Conséquence pratique : si f n'est pas continue en x,, elle n'y est pas dérivable ; on vérifie donc d'abord
la continuité.

N, EXEMPLE RESOLU
Soit f(z) = 2> + 1siz < 1 et f(z) = 2z si > 1. Etudier la continuité puis la dérivabilité de f en 1.
Solution. Continuité : f(1) = 2 et Zli_% 2z = 2: f est continue en 1.

?+1-2 (z—-1)(z+1)

A gauche: = = 1 — 2. A droite:
g z—1 z—1 T T —

est dérivable en 1 et f'(1) = 2.

2z —

12 =2.Donc f;(1) = fy(1) =2: f

., B. Fonction dérivée et dérivées usuelles  d;slucil Jlgall Wlasiuieg daidaell dlaJl

., PROPRIETES
f est dérivable sur un intervalle ouvert I si elle est dérivable en tout point de I ; sur [a;b], il faut en plus
la dérivabilité a droite en a et a gauche en b. La fonction = — f'(z) est |la fonction dérivée.

f(z) () Intervalle

k (constante) 0 R

z" (n € N¥) nz" R

1 _% ] — 00;0[0u]0;+o0]

T T

Ve NE 10;-+oof

v Wz |

sinz cosx R

cos T —sinz R

tanz 1+tan2w=cos2m -2 +km; T + k|

sin(az + b) acos(az + b)

cos(ax + b) —asin(az + b)
Toute fonction polyndme est dérivable sur R ; toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque
intervalle de son ensemble de définition.
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., 6. Opérations sur les fonctions dérivables Wlauil dblall Jlgal Lle Oldosll

I~, PROPRIETES

Siu et v sont dérivablessur etk e R :

o (u+tv) =u +v; (ku) =k ; (w) =vv+uw'; (u") = nu/u";
! ’ , 1oy /

. . 1 v U u'v — uv

* sivnes'annulepassurl: (= :——2et<—> = ———;
v v v v

u
e siu>0surl:(yvau)=——.
24/u

Avant de dériver, on précise toujours l'intervalle ou la fonction est définie et dérivable.

%, EXEMPLE RESOLU
L 2z — 1
Calculer la dérivée de f(z) = o sur R,
Solution.u=2x—1,v' =2;v=224+1>0, v = 2z.
2@ +1)—(2z2—-1)-22 20 +2-42®+2x —22°42x+42

fe) @+ 17 ST @rE (@ p

it 7. Dérivée d'une fonction composée Ol Sy diiine

7 THEOREME
Si f est dérivable sur I et g dérivable sur un intervalle J contenant f(I), alors g o f est dérivable sur I

et(go f)(z) = f'(z) x ¢ (f(z))-

Cas fréquents : (sinu)’ = v/ cosu ; (cosu) = —u'sinu; (tanu)’ = v/(1 + tan?u).
Notation différentielle : siy = f(x), on écrit ﬁ = f'(z), oudy = f'(z) d.

*\, EXEMPLE RESOLU
Dériver 1) f(z) = vz2 + 3 surR; 2) g(z) = cos® z sur R.

2z T
Solution. N)u=2?+3>0,u =2z f'(z) = = :
) f=) 222 +3  Vz2+3
2)g=u®avecu =cosz, v = —sinz: ¢'(z) = 3u'u?> = —3sinz cos’ z.
X 8. Méthode : calculer une limite avec un 339l Jloiwl dilgi Ol : diyyb
nombre dérivé Gl

¢ METHODE

Une limite de la forme lim @) = f(a) est le nombre dérivé f'(a), si f est dérivable en a.
T—a T —a

1. Reconnaitre f et a, et vérifier le numérateur : f(z) — f(a).
2. Calculer f'(z) avec les formules.

3. Conclure : la limite vaut f'(a).
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N, EXEMPLE RESOLU

sin 2z . VJr+2-—-2

;2) lim ———.
T r—2 r—2

Calculer 1) lim
z—0

sin2z  f(z) — f(0)

Solution. 1) Avec f(z) = sin2z : f(0) = 0, donc P— . f'(z) = 2 cos 2z, d'ou la limite
f'(0) =2.
1 1
2) Avec f(z) =va +2: f(2) =2et f'(z) = Werwk d'ou la limite f'(2) = T
i 9. Dérivée et monotonie dls &U)g Hlasidl
Wi THEOREME

Soit f dérivable sur un intervalle I.
® f'>0surl «—= fcroissantesurl; f' <O0surl <= fdécroissantesurl; f' =0surl < f
constante sur I.
* Si f' > 0sur I, sauf en un nombre fini de points ou elle s'annule, f est strictement croissante sur I
(méme chose pour décroissante).
On résume I'étude dans un tableau de variations. Attention : la conclusion vaut sur un intervalle,
jamais sur une réunion d'intervalles.

\, EXEMPLE RESOLU

Etudier les variations de f(z) = z* — 3z sur R.

Solution. f'(z) = 32> —3 =3(z — 1)(z + 1).

f'(z) >0sur] —oo;—1[etsur]l;+oo[; f'(z) <Osur]—1;1].

f est strictement croissante sur | — oo ; —1], strictement décroissante sur [—1; 1], strictement croissante
sur [1;+4o0[, avec f(—1) =2et f(1) = —2.

., 10. Extremums et problémes d'optimisation duliodl JSlunog iy, Unall

I~, PROPRIETES

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I et z, € I.Si f’ s'annule en z, en changeant de signe, alors
f(zo) est un extremum (maximum si f’ passe de + a —, minimum si f’ passe de — a +). En z, la
tangente est horizontale.

Attention : f'(z¢) = 0 ne suffit pas. Pour z — z*, f'(0) = 0 mais ' ne change pas de signe : pas
d'extremum en 0.

\, EXEMPLE RESOLU

Parmi les rectangles de périmétre 20 cm, lequel a la plus grande aire ?

Solution. Si un c6té mesure z (0 < z < 10), I'autre mesure 10 — z et |'aire vaut A(z) = z(10 — z) =
10z — 22.

A'(z) =10 — 2z s'annule en z = 5 en passant de + a — : A est maximale pour z = 5.

Le rectangle d'aire maximale est le carré de coté 5 cm, d'aire 25 cm?.
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X 11. Ssigne d'une fonction et résolution graphique iluall J=dlg dlls 8L

#¢ METHODE

Signe a partir du tableau de variations : si le minimum de g sur I est strictement positif, alors
g(xz) > 0 pour tout z € I. Si g est strictement monotone et s'annule en a, g change de signe en a.
Signe a partir de la courbe : g(z) > 0 la ou la courbe est au-dessus de I'axe des abscisses.
Résolution graphique : les solutions de f(z) = g(z) sont les abscisses des points d'intersection de
(Cy) et (Cy) ; celles de f(z) < g(z) sont les abscisses des points ou (Cy) est au-dessous de (C).

*\, EXEMPLE RESOLU

Montrer que g(z) = z* — 3z + 3 > 0 pour tout z € [0; +o0].

Solution. ¢'(z) = 3(z — 1)(z + 1) : sur [0; +oo], ¢'(z) < Osur[0;1] et g’(z) > 0 sur [1;+o0].
g admet donc sur [0; +oo[ un minimumen1:g(1) =1 > 0.

Ainsi g(z) > g(1) > 0 pour tout z > 0.

1 12. Dérivée de la fonction réciproque dunsall Al ddiie

§it THEOREME

Soit f continue et strictcement monotone sur un intervalle I : elle admet une fonction réciproque f—*
définie sur J = f(I) (chapitre 1).

e Sj f estdérivable en g € I et f'(zo) # 0, alors f~! est dérivable en yy = f(z) et (f—l)' (o) =
1

f'(@o)
* Si f est dérivable sur I et f’ ne s'annule pas sur I, alors ! est dérivable sur J et (ffl)' (y) =
1
(1)

* f~!alaméme monotonie que f; sa courbe est la symétrique de (Cy) par rapport a la droite y = z.

%, EXEMPLE RESOLU

Soit f(z) = z* + = + 1 sur R. 1) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur R. 2) Calculer
f(1), puis montrer que f~! est dérivable en 3 et calculer (f*l)' (3). 3) Donner I'équation de la tangente
ala courbe de f* au point d'abscisse 3.

Solution. 1) f'(z) = 3z% +1 > 0: f est continue et strictement croissante sur R, avec lim f(z) = —oc0
et EIB f(z) = +o0o; elle admet une réciproque définie sur f(R) = R.
T o0
1 1
2) f(1) =3 et f/(1) =4 # 0, donc f~! est dérivable en 3 et (ffl)' = O T
1 1 1
=il e it = =
3)f (3)—1.y—4(a: 3)+1,soity 12t T
", 13. Racine n-iéme et puissances rationnelles )32l s9dllg N Ayl (o HaI
., PROPRIETES
1
Pour n > 2:la fonction z — /z est dérivable sur ]0; +oo[ et (/z R
e 10;+o0] /(\F) ——
Si u est dérivable et strictement positive sur I : (W)' = (au programme : le calcul de cette

nvunr1

dérivée, pas I'étude de ces fonctions pour n > 3).

Pourr € Q* : z — 2" est dérivable sur |0; +oo[ et (") = ra" 1.
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N, EXEMPLE RESOLU
Dériver f(z) = vz2 + 1 sur R.
2z

Solution. u = 2 +1 > 0 et ' = 2z, donc f'(z) = —.
3¢/ (x2 4 1)2

. R 1 R ,
Autre écriture : f(z) = (22 +1)3, d'o f'(z) = = -2z (22 4+ 1)"F : méme résultat.

. 14. Dérivée seconde et concavité i jdig duildl ddidinell

I~, PROPRIETES

Si f' est dérivable sur I, sa dérivée est la dérivée seconde f”.

* Sif”>0surl, lacourbe (Cy) est convexe sur I (concavité tournée vers les y positifs) : elle est au-
dessus de ses tangentes.

e Sjf”" <0surl,lacourbe est concave sur I (concavité tournée vers les y négatifs) : elle est au-
dessous de ses tangentes.

e Si f” s'annule en z, en changeant de signe, le point A(z; f(z,)) est un point d'inflexion : |a
courbe y traverse sa tangente.

On peut aussi lire la concavité sur la courbe de f': f’ croissante signifie courbe convexe.

%, EXEMPLE RESOLU

Etudier la concavité de la courbe de f(z) = z® — 322 + 1.

Solution. f'(z) = 3z% — 6z et f"(z) = 6z — 6 = 6(x — 1).

f"(z) < 0sur]—oo;1[: courbe concave; f’(z) > 0sur]l;+ool: courbe convexe.
f" s'annule en 1 en changeant de signe : A(1;—1) est un point d'inflexion.

X 15. Méthode : démontrer une inégalité diglasio Lle ooyl : diyb

¢ METHODE
Pour montrer que f(z) < g(z) sur un intervalle I :
1. poser h(z) = g(z) — f(x);
2. étudier les variations de h sur I (signe de &) ;
3. en déduire que le minimum de h sur I est positif ou nul.
Autre outil : une courbe convexe est au-dessus de ses tangentes, une courbe concave au-dessous.

*\, EXEMPLE RESOLU
X
Montrer que v1+z <1+ 2 pour tout z > 0.

. . T 1 1 vi+z—1
Solution. Soit h(z) =1+ = — /14 z sur[0;+oo[. ' (z) = = — = >0car
(2) 2 [ b 2 2¢y/1+=z 21+

VvV1i+ax>1.
h est croissante sur [0; +oo[ et h(0) =0, donc h(z) > 0:v/1+2 <1+ ;

Interprétation : la droitey = 1 + 5 est la tangente en 0 a la courbe concave de z — 1 + .
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., 16. Symétries et périodicité d3y93)lg Jilesdl yuolic

I~, PROPRIETES

Soit D I'ensemble de définition de f.

* Axe de symétrie x = a: pourtoutz € D, 2a —z € D et f(2a — z) = f(z).

* Centre de symétrie Q(a;b) : pourtoutz € D, 2a —x € D et f(2a — z) + f(z) = 2b.
e (as particuliers : f paire (axe z = 0), f impaire (centre O).

* festpériodique de période T > 0si, pourtoutz € D,z +T € D et f(z +T) = f(z) ; on étudie
alors f sur un intervalle de longueur T'.

Une symétrie ou une période permet de réduire l'intervalle d'étude.

*\, EXEMPLE RESOLU

Montrer que la droite z = 2 est un axe de symétrie de la courbe de f(z) = z? — 4z.
Solution. D =R, donc pour toutz, 4 — z € D.

fA—z)=4—-2)>—-4(4—z) =16 — 8z + 2% — 16 + 4z = 22 — 4z = f(z).

Donc la droite z = 2 est un axe de symétrie : il suffit d'étudier f sur [2;4o0].

17. Branches infinies ds5lgidUl gg all
A RETENIR

N = - o A

91611)1(11 f(z) = £o0 la droite z = a est asymptote verticale

zl_ig})o f(z)="» la droite y = b est asymptote horizontale

zgrinoo f(z) = too et zEIinoo @ = +oo branche parabolique de direction I'axe (Oy)

.. et wgrinoo @ =0 branche parabolique de direction I'axe (Ox)

..et wl_i)Iinoo @ =a # 0, puis xli)gloo (f(z) — az) = la droite y = ax + b est asymptote oblique

- et zl_iﬁloo (f(z) — az) = +oo branche parabolique de direction la droite y = az

Exemples simples (un par cas, avec sa courbe dans la capsule vidéo 8/8) :

Exemple Calcul Conclusion
f(z) = " i 5 xlilrzg f(z) = 400 asymptote verticale z = 2
2 1 .

fz) = ;:;i—l im f(z) =2 asymptote horizontale y = 2

flz) =2? @ =z — fo0 branche parabolique de direction (Oy)
X

f(z) =z - = ﬁ —0en +oo branche parabolique de direction (Ox)

1 (z) 1 .

f($)=1‘+1+; —r sletf(z)—z=1+-—1 asymptote obliquey =z + 1
xr X

flx)=z+z @ —letf(z) —z=+z— +oo branche parabolique de directiony = =
x

Position relative de (Cy) et d'une asymptote (A) : y = az + b : étudier le signe de f(z) — (axz + b).
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N, EXEMPLE RESOLU

1 a
Soit f(z) =z —1+ R R\ {2}. Etudier les branches infinies de (Cy) et sa position par rapport a
5

la droite (A) :y =z — 1.
Solution. lim f(z) = +ooet lim f(z) = —oo:la droite z = 2 est asymptote verticale.
z—2T T2~
1
Ent+oo: f(z) — (z—1) = — 0: (A) est asymptote oblique.
T

Position : i 5 > 0 pour z > 2 ((Cy) au-dessus de (A)) et < 0 pour z < 2 ((Cy) au-dessous).
X 18. Méthode : plan d'étude d'une fonction dlls dwlys dhas : ddyyb
¢ METHODE

1. Ensemble de définition ; parité, symétrie ou période pour réduire l'intervalle d'étude.

2. Limites aux bornes ; continuité et dérivabilité aux points particuliers (bornes fermées, raccords).
3. Dérivée, signe de la dérivée, tableau de variations.

4. Branches infinies et position par rapport aux asymptotes.

5. Dérivée seconde et concavité si on le demande.

6. Points particuliers (intersection avec les axes, tangentes) puis tracé de la courbe.

*\, EXEMPLE RESOLU
p . 1
Etudier f(z) =z + — sur R*.

Solution. Symétrie : f(—z) = —f(z) : f estimpaire, on I'étudie sur |0 ; +oo[ (centre de symétrie O).

1 1)z +1
Variations : f'(z) =1 — — = L&‘”H
T T

1
Branches infinies : lir%r)l+ f(z) = +o0 : asymptote verticale z = 0. f(z) — x = — — 0 en +oo : asymptote
T— ap

. f décroit sur ]0; 1], croit sur [1;+oo[; minimum f(1) = 2.

1
oblique y = z, et (Cy) est au-dessus car 2> 0.

o 2 . .
Concavité : f"(z) = — > 0sur]0; +oo| : courbe convexe. On compléte la courbe par symétrie de
€

centre O.

A retenir 0)S3 Lazu Lo

A RETENIR
* Dérivable = continue, jamais l'inverse.
® La limite du taux de variation décide : nombre dérivé, demi-tangente ou tangente verticale.

* Composée : ne pas oublier le facteur u'.

* Réciproque: (ffl)' (yo) = ﬁ avec f(zo) = yo et f'(zo) # 0.

* Monotonie : signe de f’, sur un intervalle. Extremum : f’ s'annule et change de signe.
* Concavité :signe de f”; inflexion : f” s'annule et change de signe.

* Asymptote oblique : a = lim @ puis b = lim (f(z) — az).
T—00

T—00

X Erreurs fréquentes dailis sUasl

X « f est continue en xy, donc dérivable en zg. »
v Faux: z — |z| est continue en 0 mais pas dérivable. Dérivable = continue, pas l'inverse.
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% « La limite du taux de variation est +o0o, donc pas de tangente. »
v f n'est pas dérivable, mais la courbe admet une tangente (ou demi-tangente) verticale.

X « (sin3z) = cos3z. »
v Ne pas oublier le facteur «' : (sin 3z)" = 3 cos 3z.
1

X « (ffl)l (yo) = m »

v On divise par f'(zg), ou zg est I'antécédent : f(zy) = yo.

x « f'(zg) = 0, donc f admet un extremum en z. »
v Il faut que f’ change de signe : z — z® n'a pas d'extremum en 0.

x Annoncer une asymptote oblique sans calcul.
v Montrer que f(z) — (ax + b) tend vers 0; si la limite de f(x) — ax est infinie, c'est une branche

parabolique.
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