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Dérivabilité en un point, a droite, & gauche

DEFINITIONS

e festdérivable en z; si lim f(@) — f(z0)
T—Tg T — X

=/ € R;onnote f'(z) = £

Méme définition a droite (z — zj) et a gauche (z — z;) : f;(zo) et £, (zo).
f dérivable en 2y <= f dérivable a droite et a gauche en z avec f;(zo) = f; (o).
Dérivable en z, = continue en z; ; la réciproque est fausse (|z| en 0).

Interprétation géométrique

A RETENIR
* Tangente en A(zo; f(z0)) : y = f'(z0)(z — zo) + f(z0) ; horizontale si f'(zo) = 0.
fi(zo) # f,(z,) : deux demi-tangentes, A est un point anguleux.

® Limite du taux de variation infinie : f non dérivable, tangente (ou demi-tangente) verticale z = z.
* Approximation affine : f(z) ~ f(zo) + f'(z0)(x — xo) pour = proche de .

., Dérivées usuelles et opérations

.. PROPRIETES
1\ 1 -
(m")':nx"1}<5> :_?;(\/5'—2\/’ (x> 0); (sinz) =cosz; (cosz) = —sinz; (tanz)’ =
1 + tan? z.
T e R f:_v_’.(y)f:M
r r ! v UZI (% ’(}2 .
Y = 1 f:—laou > 0.

., Dérivée d'une fonction composée

.. PROPRIETES
* Sifestdérivableenzetgen f(z): (g0 f) (z) = f'(z) x ¢'(f(z)).

* (sin(az + b))l =acos(az +b); (cosu)/ = —u'sinu; (sinu) = cosu.
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X Calculer une limite avec un nombre dérivé

¢ METHODE
Reconnaitre f(z) — #(a) (ou flat h})l — f(a)) :si f est dérivable en q, la limite vaut f'(a). Exemple :
r—a
sin
lim =cos0 =1
z—0 @

7ii Dérivée, monotonie et extremums

iii THEOREME

e SurunintervalleI: f' > 0= f croissante; f' < 0= f décroissante; f' = 0 = f constante
(strictement si f’ ne s'annule qu'en des points isolés).

¢ Si f’ s'annule en z, en changeant de signe, f(z() est un extremum local.

® Optimisation : exprimer la grandeur en fonction d'une variable, étudier ses variations, lire le
maximum ou le minimum.

1t Dérivée de la fonction réciproque

Wi THEOREME
e f continue et strictement monotone sur I admet une réciproque f~! définie sur J = f(I).
1
* Si f estdérivable en o avec f'(z) # 0, f ! est dérivable en yo = f(zo) et (£ 1) (%) = IENE
0

* Les courbes de f et ! sont symétriques par rapport a la droite y = =.

., Racine n-iéme et puissances rationnelles

i», PROPRIETES

1
* Sur0;+oof: (¢z) = — - et, pour r € Q*, (") =ra" ",
nva"h-

* Siu>0:(va) =

., Dérivée seconde et concavité

., PROPRIETES

e f”>0surI:courbe convexe, au-dessus de ses tangentes ; f” < 0: courbe concave, au-dessous.

* f”s'annule en z; en changeant de signe : A(x; f(zo)) est un point d'inflexion.

* Inégalité f < g sur I :étudier le signe de h = g — f (variations de h, minimum > 0), ou utiliser la
position par rapport a une tangente.

., Symétries et périodicité

*., PROPRIETES

* Axex=a:2a—z € Det f(2a —z) = f(z). Centre Q(a;b) : 2a —z € D et f(2a — z) + f(z) = 2b.

* Paire:axe (Oy) ; impaire : centre O. Période T': f(x + T') = f(x), on étudie sur un intervalle de
longueur T.
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Branches infinies

A RETENIR

¢ lim f(x) = oo : asymptote verticale z = a. lim f(z) = b: asymptote horizontale y = b.
T—a T—+o0

* Sif(z) > too: % — +oo (branche parabolique de direction (Oy)); — 0 (direction (Oz)); — a #
0, puis f(xz) — az — b: asymptote oblique y = ax + b (si f(z) — az — Fo00 : branche parabolique de
direction y = ax).

* Position par rapporta (A) : y = az + b: signe de f(z) — (az +b).

X Plan d'étude d'une fonction

$¢ METHODE
1. Ensemble de définition ; parité, symétrie, période.
2. Limites aux bornes ; continuité et dérivabilité aux points particuliers.
3. Dérivée, signe, tableau de variations.
4. Branches infinies et positions.
5. Concavité si demandée.

6. Points particuliers et tangentes, puis tracé.

X Erreurs fréquentes dailos sUasl

X « f est continue en xg, donc dérivable en zg. »
v Faux: z — |z| est continue en 0 mais pas dérivable. Dérivable = continue, pas l'inverse.

x « La limite du taux de variation est +o00, donc pas de tangente. »
v f n'est pas dérivable, mais la courbe admet une tangente (ou demi-tangente) verticale.

X « (sin3z)’ = cos 3z. »
v Ne pas oublier le facteur «' : (sin 3z)" = 3 cos 3z.

< (51 ) =

v On divise par f'(zy), ou z, est I'antécédent : f(zy) = yp.

x « f'(x9) = 0, donc f admet un extremum en z. »
v Il faut que f’ change de signe : z — z3 n'a pas d'extremum en 0.

x Annoncer une asymptote oblique sans calcul.
v Montrer que f(z) — (az + b) tend vers 0; si la limite de f(z) — az est infinie, c'est une branche
parabolique.
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Tableau récapitulatif des formules

Formule Conditions d'usage

y = f'(zo)(z — zo) + f(=zo) Tangente en xz ; f dérivable en z,

Condition de dérivabilité en z, (fonction par morceaux,
valeur absolue)

fa(@o) = fy(o)

uw\' vv—u . .
(w) = vv +uw'; (_) = u, v dérivables; v # 0
v

v
(u") = nu'u"? neN'(ne€Zsiu#0)
! u,
(gof) =f x(gof) f dérivable en z, g dérivable en f(z)
. ! o . ! o
(sm'(am +b)) = acos(az +b) ; (cos(az +b)) = o bréels
—asin(az + b)
(F) ) = 7 Flao) = w et f(z0) £0
f'(o)
!
(V) = ——; (") = ra" ! u>0;z>0,r€Q
n unfl
f' > 0sur I = fcroissante I intervalle (conclure intervalle par intervalle)
f" > 0:convexe; f” < 0:concave Inflexion : f” s'annule et change de signe
T () : 4 ,
a= lim —=, b= lim (f(z)— az) Asymptote oblique y = az + b (a # 0, b réel)
r—+oo r—+o0o

&y MONSUPERPROF IA

Une notion n'est pas claire ? Scanne le QR « MonSuperProf IA » en page 1 et pose ta question :
explication pas a pas, en francais ou en darija.
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