® MonSuperProf

Ton compagnon pour ['excellence

Matiére : Mathématiques m Niveau : 2eme BAC Sciences Physiques

Chapitre : Les primitives dudo 3l Jlgall

Vidéo du cours Quiz interactif MonSuperProf IA

2 SITUATION DECLENCHANTE (§dnil dususg

v

Un mobile roule en ligne droite. A l'instant ¢ (en secondes), sa vitesse vaut v(t) =2t + 1 (en m/s), etil
part de la position 0. Ou est-il au bout de 3s?

Au chapitre 2, on a vu que la vitesse est la dérivée de la position. On cherche donc une fonction z telle
que z'(t) = 2t + 1: la fonction z(t) = t? + t convient, car sa dérivée est 2t + 1. Mais t> + t + 5 a la méme
dérivée ! C'est la position de départ z(0) = 0 qui choisit la bonne : z(t) = t* +t, donc z(3) = 9 + 3 = 12
m.

Dans ce chapitre, on apprend a faire ce « chemin inverse » de la dérivation : chercher une fonction a
partir de sa dérivée. Une telle fonction s'appelle une primitive.

@ OBJECTIFS DU CHAPITRE o)l Glani
® Savoir ce qu'est une primitive et vérifier qu'une fonction est une primitive d'une autre.
e Déterminer toutes les primitives d'une fonction, et celle qui vérifie une condition donnée.

e Utiliser le tableau des primitives usuelles et les formules de dérivation « a I'envers ».
! !

N u
e Reconnaitre une forme v/u®,

o

... et ajuster une constante.

1. Primitive d'une fonction sur un intervalle Jle Lle dla) do3l Al

DEFINITIONS
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit qu'une fonction F' est une primitive de f sur I si
F est dérivable sur I et si, pour tout z de I : F'(z) = f(z).

Pour vérifier qu'une fonction F donnée est une primitive de f, il suffit donc de dériver F et de
retrouver f. C'est une question trés fréquente a I'examen national : « Montrer que H est une primitive
de h ».
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N, EXEMPLE RESOLU
1) Vérifier que F(z) = 3 — 2z + 5 est une primitive de f(z) = 3z? — 2 sur R. 2) Montrer que H(z) =

x : est une primitive de h(z) = . sur |]—1;4o0].

_
(z+1)
Solution. 1) F est un polynéme, dérivable sur R, et F'(z) = 32%> — 2 = f(z). Donc F est une primitive
de f sur R.

1x 1)—zx1
2) H est dérivable sur ]—1; +oo[ (quotient de polyndmes, = + 1 # 0) et H'(z) = +l) = —

(z +1)2
1 h(z). Donc H est une primitive de h sur cet intervalle.
(z+1)2
iii 2. Existence et ensemble des primitives lgicgozog dudodl Jlgall 39>9
il THEOREME

e Existence (admis) : toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I. Les
polynémes, les fonctions rationnelles, sin, cos et v/ ont donc des primitives sur chaque intervalle
ou elles sont continues.

* Toutes les primitives : si F' est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur I sont les
fonctions z — F(x) + ¢, ou c est une constante réelle.

Autrement dit, deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle différent d'une constante : si
F' =G = f,alors (G — F)' = 0 sur l'intervalle I, donc G — F est constante.

I\ ATTENTION

quand on demande « les primitives » ou « I'ensemble des primitives », il ne faut pas oublier la
constante c.

%, EXEMPLE RESOLU

Soit f(z) = 2z + 5 sur R. Donner une primitive de f, puis toutes les primitives de f sur R.
Solution. F(z) = x? + 5z est une primitive de f, car F'(z) = 2z + 5. Les primitives de f sur R sont les
fonctions z — 2% + 5z + ¢, avec ¢ € R (par exemple 22 + 5z + 3 ou 2% + 5z — 4).

", 3. Primitive vérifiant une condition Wby G5 il dabio Bl I

*., PROPRIETES

Soit f une fonction qui admet des primitives sur un intervalle I. Pour tout xy de I et tout réel yy, il
existe une seule primitive F' de f sur I telle que F(z;) = y,.

Méthode : on écrit toutes les primitives F'(z) = G(z) + ¢, on remplace x par zo dans F, puis on résout
I'équation F'(zy) = yo d'inconnue c.

N, EXEMPLE RESOLU

Soit f(x) = z* — 223 + 4 sur R. 1) Déterminer les primitives de f sur R. 2) Déterminer la primitive G de
f telle que G(1) = 4.

Solution. 1) Les primitives de f sont les fonctions z — lm5 — %w‘l +4x +¢c ceR,

1 1 3
2 1)=4 — - —-+14 =4 — —— =0 << ¢c= —.
) G(1) = 2+ —|—c3 1O+c 0 ¢= 15
Donc =g — Zzt4+4 —.
G(z) 5:c 2m+x+10
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*, 4. Primitive d'une somme et d'un produit (6 dls slaxlg Gails ggazal dulio¥l Al
par un réel s> dac

i», PROPRIETES

Si F' et G sont des primitives de f et g sur un intervalle I, et si a et 8 sont des réels, alors :
® F + G estuneprimitivede f+gsurl;

e oF est une primitive de aof sur I ;

* plus généralement, aF + BG est une primitive de af 4 g sur I.

On cherche donc une primitive terme par terme, par exemple pour un polynéme.

i\ ATTENTION
il n'existe pas de regle de ce type pour un produit ou un quotient : une primitive de fg n'est pas FG.

%, EXEMPLE RESOLU
Déterminer les primitives sur R de f(z) = z® — 222 + 3z — 5.

4 3 2
Solution. Terme par terme : z® — % —2¢% — —2%, 3z — 3% —5 — —bz.
N . et 223 | 7 322
Les primitives de f sur R sont les fonctions F(z) = 7 3 t 5 - b + ¢, SR,
5. Primitives des fonctions usuelles dysluie 3l Jlgall Aol Jlgall

A RETENIR

On lit le tableau des dérivées du chapitre 2 « a I'envers ». Chaque ligne donne une primitive sur
l'intervalle indiqué ; toutes les primitives s'obtiennent en ajoutant une constante c. Le casn = 0 (z° = 1

) est la premiere ligne (k = 1).

Fonction f Une primitive F' Sur l'intervalle
k (k € R) kx R
n+1
z" (n € N¥) z R
n+1
1
- _ |—00;0[ou0;+o0]
x @
> ! 0 0
ﬁ(”_@ _(n—l)m”*1 ]_Oo’ [OU] ’+OO[
! 2 0
= NG 105 +oc]
(reQ r#-1) 105 -+oo]
' (reQ, r#— ;oo
r+1
cosx sin R
sinz —cosz R
1+tan’z = — tanx |=% +kn; 5 +kr[(k€Z)
cos*x

2 3
Avec les racines (chapitre 1) : /z = z? a pour primitive 51\/5, et va? = 23 a pour primitive ga:\/3 x2, sur
105 4o0l.
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i\ ATTENTION
la formule de z" exige r # —1. La primitive de z — — existe (la fonction est continue sur ]0; +oo[), mais

T
elle sera étudiée au chapitre 5, avec le logarithme népérien.

*\, EXEMPLE RESOLU
Déterminer une primitive sur ]0; +oo[ de 1) f(z) = 4z® + % — % 12) g(z) = Vo + %
T T T
1 1 1 1
Solution. 1) 4z3 — z*, 2 2y/z. Donc F(z) = z* — o 24/z.

I

x

2 2 1
2) Vz =3t > & = 52V/7. Donc G(z) = gz — —.
o T

2

., 6. Primitives de x » f(ax + b) x b fax+b) Jsuidl o A1) duoRl Jlgall

i», PROPRIETES
1
Si F' est une primitive de f et sia # 0, alors z — . F(az + b) est une primitive de z — f(ax + b) (sur un

intervalle ot az + b reste dans l'intervalle de f). En particulier :
1
* cos(ax +b) — - sin(az + b) ;

* sin(axz +b) — _3 cos(azx + b) ;
a

. n ., (az+b)™"! .
(az +b)" — st D) (n € N¥%),

i\ ATTENTION
1 1
ne pas oublier le facteur — : une primitive de cos(3z) est gsin(3w), et non sin(3z).

*\, EXEMPLE RESOLU
Déterminer une primitive sur R de 1) f(z) = cos(2z — 1) + sin(3z) ; 2) g(z) = (3z — 1)*

1
Solution. 1) F(z) = 5 sin(2z — 1) — 5 cos(3x).
3z —1)5 3z —1)° 5x3(3z—1)*
2)a=3etn=4:G(z) = (82—1) = (82—-1) . Vérification : G'(z) = 5x3(38z—1) = (3z —1)4.
3 x5 15 15
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7. Primitives et formules de dérivation Sl 3l guog dalioBl Jlgall

A RETENIR
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I (« — » : aucune autre condition). Les
formules de dérivation du chapitre 2, lues a I'envers, donnent :

Fonction f Une primitive F Condition sur
n+1
wu” (n € N¥) Y —
n+1
, ur+1
u'u" (r € r#—1 u >0
(reQ r#-1) 1
! 1
L —— u#0
u? u
v 2\/u >0
— U U
Vau
ul
(n>2) ny/u u>0
" unfl
u'v + uwv' uv —
/ —
UV — uv u v£0
v? v
un+1

Par exemple, (u”“)' = (n + 1) v/u", donc 7 estune primitive de u'u™.

n +

%, EXEMPLE RESOLU

2
Déterminer une primitive de 1) f(z) = cosz (sinz)* surR ; 2) g(z) = ﬁ surR; 3) h(z) =
T+
2z 13 sur ]0; +oo]
= ; 00l
va? + 3z
. . 7 (sinz)?
Solution. 1) u(z) = sinz, v'(z) = cosz : f = v'u*, donc F(z) = z
!
1
= 2 ]_ N = i = -
2u(z)=2"+1:g u2,d0ncG(w) 21 ,
3) u(z) = 2% + 3z, /(z) = 2z + 3etu(z) > 0sur|0;+oo[:h = UT, donc H(z) = 2V z? + 3z.
u
X 8. Méthode : reconnaitre une forme et ajuster une JSdl Lle el :ddsyb
constante 4wl sy

¢ METHODE
1. Repérer une fonction u dont la dérivée «' apparait (a une constante pres).
2. Si f n'est pas exactement de la forme du tableau, faire apparaitre 4’ en multipliant et en divisant
par la méme constante.
3. Appliquer la formule.
4. Vérifier en dérivant le résultat.

I\ ATTENTION

une primitive de z (z% + 1)3 n'est pas

(2 +1)"
1

. 1
:il manque le facteur >
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N, EXEMPLE RESOLU
Déterminer une primitive de 1) f(z) = z (¢? + 1)3 surR; 2) g(z) = (2z + 1)v/2z + L sur]—1; +ool; 3)

h(z) = 5 sur]—2;4o0l.

L
(3z +2)

Solution. 1) u(z) = z? + 1, ¥/(z) = 2z. On écrit f(z) = % x 2z (z* + 1)3 = %u’ug, donc F(z) = % X
2 4 2 4
(ac —|—1) B (ac —|—1)
4 N 8 ) 1 1
2) 2z +1)vV2z +1=(2c+ 1), Avecu(z) =2z + 1 > 0etu/(z) = 2: g(z) = 5 %22+ 1) = 5u/ui‘,

1 3 22 +1)2/2z + 1
doncG(w):ix(h_:l) :(w+ )5 T .
2

3u(z) =3z +2 u(x)=3:h(z) =

1

3
X o L o2’ donc H(a:) = —m

1

3 (Bz+2)
X 9. Méthode : transformer I'expression avant O Sl Jud puunidl Jogos 1ddyyb
de primitiver daLol dls
$¢ METHODE

Quand aucune forme du tableau n'apparait, on transforme d'abord I'expression :

® développer ou simplifier ;

® ¢écrire une fonction rationnelle sous la forme az + b + @ _cd)2 (I'énoncé guide en général) ;
o utiliser tan’?z = (1 + tan? a:) — 1.
*\, EXEMPLE RESOLU
x® — 322 +7 3
1) Soit = ———————suri2; . Vérifier que = ———, puis déterminer les

primitives de f. 2) Déterminer une primitive de g(z) = tan® z sur |]—7 ; Z[. 3) Déterminer une primitive
de h(z) = vz (2% + 2¢/z) sur]0; +ool.

Solution. 1) (z+ 1)(x —2)?+3=(z+1)(2? —4z+4) +3=2>—322 + 4+ 3 =2* — 322 + 7, d'oUl
2

1 .
— —— :les primitives de f sont F(z) = % +z— % +cc€E
m_

['écriture demandée. Avec ———
(z —2)2 ———0

R.
2)tan’z = (1 + tan?z) — 1, donc G(z) = tanz — .

3 2
3) On développe : h(z) = x* + 2. Donc H(z) = wT + 22 = ?w?’\/i + 22,
2

X 10. Pour aller plus loin : fonction définie par morceaux sli>b ddpeo dls

¢ METHODE
Pour une fonction définie par morceaux :
1. vérifier qu'elle est continue au point de raccord (elle admet alors des primitives sur R) ;
2. chercher une primitive sur chaque morceau, avec deux constantes ;
3. choisir les constantes pour que les deux expressions donnent la mé&me valeur au point de raccord
(et la condition demandée) ;
4. justifier que la fonction obtenue est une primitive sur R : sur chaque morceau, F’ = f; au point de
raccord, F' est continue, et ses dérivées a gauche et a droite sont égales a la valeur de f en ce point,
justement parce que fy est continue. Donc F est dérivable en ce point et F' = f partout.

2BAC PC — Mathématiques — monsuperprof.com



T ,  MonSuperProf Cours - Les primitives - 2BAC PC
.\

N, EXEMPLE RESOLU
Soit f(z) =2z + 1siz <1let f(z) = —x + 4 siz > 1. 1) Montrer que f est continue en 1. 2) Déterminer
la primitive F' de f sur R telle que F(1) = 0.

Solution. 1) f(1) =3; linla f(z) =3et 111{1 (—x +4) = 3: f est continue en 1, donc sur R.
T—1- z—1+
2
2)Pourz <1:F(z)=2*>+z+a;pourz > 1:F(x):—% +4x+b. F(1)=0donnel+1+a=0,

. . . 1 . 7
soita = —2. Pour que F soit continueen1l: ——+4+4+b=0, soitb = —3

2 7
F(z)=z24+z—-2siz<letF(z)= —% + 4z — 5 siz > 1. Justification : pour z < 1, F'(z) = 2z +
1= f(z);pourz > 1, F'(z) = —z +4 = f(x). En 1, F est continue (les deux expressions valent 0), sa
dérivée a gauche vaut 2 x 1 + 1 = 3 et sa dérivée a droite —1 + 4 = 3 : elles sont égales a f(1) = 3.
Donc F est dérivable en 1 avec F'(1) = f(1) : F est bien une primitive de f sur R.

X Carte: quelle forme reconnaitre ? Sdude Oy JSub sl rdhay>
$¢ METHODE
Je vois... Je pense Q... Une primitive
mn+1
A pour
un polynéme, une somme terme par terme n+1
chaque z"
. n 1 1.
cos(ax + b), sin(az + b), (az +b) le facteur = —sin(az + b)...
a a
un produit ou I'on reconnait v’ et une , . untl
. u'u™ (ajuster la constante)
puissance de u n+1
!
. ) P . u 1
un quotient avec u* au dénominateur  — —=
u u

un quotient avec y/u au u/

e Ve 2v/u
dénominateur Vu

transformer : développer, décomposer,

aucune forme visible ) )
tan“x = (1+tan m) = Il

puis recommencer

Dans tous les cas : vérifier en dérivant.

A retenir 03533 azu Lo

A RETENIR
* F primitive de f sur I: F' = f sur I. Pour vérifier, on dérive.
* Toutes les primitives : F(x) + ¢, ¢ € R. Une condition F(zy) = yo fixe c.
e Somme et produit par un réel : terme par terme ; pas de regle pour un produit ou un quotient.
® sinz — —cosz; cos(ax + b) — : sin(az + b).
umtt 1 ¢

——; — — 24/u: faire apparaitre «’ en ajustant une constante.
u

li o
- =
n+1" u? U

° uu" —

® Toujours préciser l'intervalle ; la primitive de — : chapitre 5 (logarithme népérien).
T
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X Erreurs fréquentes dailos sUasl

x Oublier la constante quand on demande « les primitives ».
v Les primitives de 4z sont les fonctions z* + ¢, ¢ € R — pas seulement z*.

x « Une primitive de sin z est cos z. »
v (cosz)' = —sinz : une primitive de sinz est — cos z.

x « Une primitive de cos(3xz) est sin(3z). »

1
v (sin(3z)) = 3cos(3z) : il faut le facteur 3 une primitive est 3 sin(3z).

(z*+1)"
x « Une primitive de z (2* + 1)° est —

(z2+1)"
—

. 1 -
v u' = 2z, pas x : on ajuste avec 5 une primitive est

x « Une primitive d'un produit est le produit des primitives. »
3 2 2

. 2 H i z z 1o ! l
v Faux:z - x = x* a pour primitive 3 et non 7 X5 Chercher une forme v'u" ou u'v + uv'.
x Donner une primitive sans intervalle.
1 1 . 4 .
v — — —=sur]0;+oo[ ou |—o0; 0], jamais « sur R » ; \/u exige u > 0.
T T
& MONSUPERPROF IA

Une notion n'est pas claire ? Scanne le QR « MonSuperProf |A » en page 1 et pose ta question :
explication pas a pas, en francais ou en darija.
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