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Matiére : Mathématiques m Niveau : 2eme BAC Sciences Physiques

Chapitre : Les nombres complexes dyadall slacHl

Vidéo du cours Quiz interactif MonSuperProf IA

2 SITUATION DECLENCHANTE (§dnil dususg

Résolvons I'équation 2% — 2z + 2 = 0. Son discriminant est A = (—2)? — 4 x 1 x 2 = —4: il est négatif,
donc 'équation n'a aucune solution réelle, car aucun réel n'a un carré égal a —4.

Et si I'on acceptait un nouveau nombre, noté 4, tel que > = —1? Alors —4 = 43 = (2i)?, et la formule
2+ 24
2
Vérifions pour z; : (1+4)2 =1+ 2i+i? =25, donc (1 +i)2 —2(1+4) +2=2i—2—-2i+2=0.Ca
marche !

habituelle donne deux solutions : z; = =1+4+ietz=1-—1.

Un peu d'histoire. Au XVI€ siécle, les mathématiciens italiens cherchent les solutions de z3 = 15z + 4.
La solution réelle est x = 4 (car 64 = 60 + 4). Pourtant, la formule de Cardan oblige a passer par des «
racines carrées de nombres négatifs ». Bombelli remarque que (2 + )3 =2+ 1liet (2 — i)3 = 2 — 113,
et la formule donne alors ¢ = (2 + ¢) + (2 — ¢) = 4. Ces nombres « imaginaires » servaient donc a
trouver une solution bien réelle.

Dans ce chapitre, on construit cet ensemble de nombres, appelé ensemble des nombres complexes.
On apprend a y calculer, puis a l'utiliser en géométrie : distances, angles et transformations du plan.

@ OBJECTIFS DU CHAPITRE Juasll Glani

® Calculer avec les nombres complexes sous forme algébrique, trigonométrique et exponentielle.
® Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique, et inversement.

e Utiliser le module et I'argument pour calculer des distances et des angles.

® Linéariser des expressions trigonométriques a l'aide des formules d'Euler.

e Résoudre dans C les équations du second degré a coefficients réels.

¢ Utiliser les nombres complexes en géométrie : alignement, orthogonalité, nature d'un triangle,
translation, homothétie et rotation.
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1. Lensemble C et la forme algébrique dy sl yLiS)lg dyaiall slacHl degoso

DEFINITIONS

Définition. Il existe un ensemble, noté C, qui contient R et un nombre i tel que i = —1. On y calcule
avec les mé&mes régles que dans R. Ses éléments sont les nombres complexes.

Tout nombre complexe z s'écrit de fagon unique z = a + ib, avec a et b réels. C'est la forme
algébrique de z :

* gestla partie réelle de z, notée Re(z) ;

* pestla partie imaginaire de z, notée Im(z). C'est un réel : pour z = 3 — 4¢, Im(z) = —4 et non —4i.
Cas particuliers. z est réel si et seulement si Im(z) = 0. z est imaginaire pur si et seulement si

Re(z) = 0 (par exemple 5i ou —i).

Egalité. Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s'ils ont la méme partie réelle et la
meéme partie imaginaire:a +ib =a' + it/ <= a=a' etb=1"V"En particulier,a+ib=0 <= a=0et
b=0.

. EXEMPLE RESOLU

Soit a un réel et z = (a — 2) + (a + 3)i. 1) Pour quelle valeur de a le nombre z est-il réel ? 2) Imaginaire
pur ? 3) Trouver les réels z et y tels que x + 2i = 3 + yi.

Solution. 1) z est réel <= Im(z) =0 < a+3=0 <= a=-3.0Onaalors z = —5.

2) z est imaginaire pur <= Re(z) =0 < a—2=0 <= a=2.0naalors z = 5i.

3) On identifie les parties réelles et les parties imaginaires: z = 3 ety = 2.

., 2. Somme, produit et puissances de i i 999 L pally goxll

*., PROPRIETES
On calcule comme avec des réels, puis on remplace i? par —1. Pour z = a +ibet 2/ = a’' +ib':
* Somme:z+2z2 =(a+a)+i(b+b);
* Produit : on développe, puis i* = —1. On obtient zz' = (aa’ — bb') + i(ab’ + a'b) ;
* les identités remarquables restent vraies, par exemple (a + ib)? = a® — b? + 2abi et (a + ib)(a —
ib) = a® + V2.
Puissancesdei.i® =1,i! =i, = —1,i =2 xi= —ieti'= (1'2)2 = 1. Ensuite tout recommence de
4 en4::" ne dépend que du reste de la division de n par 4.

\, EXEMPLE RESOLU

Ecrire sous forme algébrique : 1) (2 + 34) + (1 — ) ; 2) (2 + 3i)(1 — 4) ; 3) (1 4 4)? puis (1 +1)* ; 4) 2%,
Solution. 1) (2 + 3¢) + (1 — ¢) = 3 + 2.

2)(2+3i)(1—i)=2—-2i+3i —32=2+i+3=5+4i.

3) (1+4)2 =1+ 2 +i2 = 2i,donc (1 +4)* = (26)? = 4i®> = —4.

4) 2026 = 4 x 506 + 2, donc 2026 = ()™ x 2 =1 x (-1) = —1L.
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., 3.Le conjugué d'un nombre complexe

I~, PROPRIETES

Cours - Les nombres complexes - 2BAC PC

Sade 3ac §9)0

Définition. Le conjugué de z = a + ib (avec a et b réels) est Z = a — ib: on change le signe de la partie

imaginaire. Par exemple 3 + 2i = 3 — 2i, —5i = bi et 7 = T.
Propriétés. Pour tous nombres complexes z et 2/, et tout entier

o st =z+etzz=2zx2;

i):

. ?:(Z)"et,siz’#O,(

1

|~

zl
[ ]
* 2z =a®+b%:cestun réel positif ;
* zestréel < Z =z, zestimaginaire pur <— z = —=z.

Méthode pour une équation avec z et z. On pose z = z + iy, a

on identifie les parties réelles et les parties imaginaires.

%, EXEMPLE RESOLU

naturel n :

z+Z =2Re(z) et z — Z = 2¢Im(2) : attention au 7 dans la seconde formule ;

vec z et y réels. Alors Z = = — iy, puis

1) Pour z = 2 + 34, calculer z + z, z — Z et 2Z. 2) Résoudre dans C I'équation 2z + z = 3 — 44.
Solution.1)Z=2—3i,doncz+Z=4,2—Z=6iet 2z =22+ 32 =13.
2) On pose z = z + iy. Alors 2z + z = 2z + 2iy + x — iy = 3z + dy. L'équation s'écrit 3z + iy = 3 — 44,

donc3zx =3ety=—4,soite=1ety=—-4.5={1—4i}.
Vérification: 2(1 —4¢) + (1+44) =2 —8i+ 1+ 4i =3 — 4.

X 4.Inverse et quotient

$¢ METHODE

Oaaie (3ae 2)log (Sade sac Lglio

Siz=a+1ib+# 0, alors zz = a® + b? est un réel non nul. D'ou l'inverse :

1 z

_a—ib
z 2z aZ+b*
. - . z »
Méthode. Pour écrire un quotient — sous forme algebrique, on
z

multiplie le numérateur et le

dénominateur par le conjugué du dénominateur. Le dénominateur devient un réel.

*\, EXEMPLE RESOLU

Ecrire sous forme algébrique : 1) ! -, 2) ! +2_Z ; 3) 1 ; 4) ! —H_.

1 344 3—13+_3—3z 12 1—3
(2 (3

I i . = — —_ — —'.

solution- 1) 375 B-93B+4) 9+1 10 10

2)1+2i (1+2i)(3+i)_3+i+6i+2i2_1+7i_i 11

13—7,_‘ 10 B 10 10 10 10

—1 —1

3—: :—:—'.

)i ix(—1) 1 !

4)1+i_ (144?20

1-i (1—d)@1+i) 2
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5. Représentation géomeétrique : affixe d'un point et 332) G sigl Juiadl
d'un vecteur (Sadc

DEFINITIONS

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 4, ¥). On I'appelle le plan complexe.

* Atout nombre z = a + ib on associe le point M(a;b), appelé image de z. On dit que z est |'affixe
de M et on note M(z).

* De méme, le vecteur w(a;b) a pour affixe a + ib.

® Lesréels sont sur I'axe des abscisses (axe réel), et les imaginaires purs sur I'axe des ordonnées
(axe imaginaire).

Propriétés. Pour des points A(z4), B(zg), C(2c) et D(zp) :

—
® |e vecteur AB a pour affixe zg — z4 (I'arrivée moins le départ) ;
zZA+ 2B |
2 r
® ABCD estun parallélogramme <— AB = DZ?, Soitzg — 24 =20 — 2p ;
* |esimages de z et de Z sont symétriques par rapport a I'axe réel ; celles de z et de —z sont

symétriques par rapport a O.

* |e milieu I de [AB] a pour affixe zr =

%, EXEMPLE RESOLU
On donne A(1 + 2¢), B(3 — 1) et C(4 + ¢). 1) Calculer I'affixe de 4B et celle du milieu I de [AB]. 2)

Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.
Solution. 1) 2 = z5 — z4 = (3 — ) — (1 + 26) = 2 — 3i, et 27 = (1“2);(3_@) - 4‘2” —oy %,

2) ABCD estun parallélogramme <= zp —z4 = zc — 2p <= zp = 24+ 2¢ — zp.Donczp = (1 +
2i) + (4+1) — (3 —i) = 2+ 4i.
Vérification: zc —zp = (4+1) — (2+4i) =2 — 3i = 2z — 24.

", 6. Module et distances dSlurallg (sadic sac )liso

., PROPRIETES

Définition. Le module de 2z = a + ib est le réel positif |z| = v/a? + b2. Si M est I'image de z, alors |z| =
OM. On a aussi |z2|? = 2z.

Distance. Pour deux points A(z4) et B(zp) : AB = |z — z4|.

Propriétés. Pour tous z et 2/, et tout entier naturel n :

:ﬂ'

z
v |z/ !

2" = |z|™ et, si 2 #0,
z

o |22 =2l x |

7

* [zl =lzlet| -z =]z

® pourune somme, on a seulement |z + 2/| < |z| + |2/| : en général, |z + 2| # |z| + |Z/].

Ensembles de points. Soit A(a) et B(b) deux points distincts, et » > 0.

* L'ensemble des points M(z) tels que |z — a| = r est le cercle de centre A et de rayon r, car |z —
a|=AM.

* L'ensemble des points M (z) tels que |z — a| = |z — b| est la médiatrice de [AB], car AM = BM.
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N, EXEMPLE RESOLU

1) Calculer |3 4 4:

(1 410) et

3+ 4i
1

’. 2) Déterminer I'ensemble des points M (z) tels que |z — 2 +

il =3.
Solution. 1) 3+ 4i| =v32+42=+v25=5(etnon3+4=7).

6 3+ 4i 5 52
1+ =+/2,donc|(1+4)% = (v2) =8.Et =
[1+34] = v2, donc|(1+4)°| = (v2) |~ 2

2)|z—2+1i|=]z—(2—1)].Avec (2 —i),0ona |z — 2+ i| = QM. L'ensemble cherché est donc le cercle
de centre Q(2 — ¢) et de rayon 3.

7. Argument d'un nombre complexe non nul pARIL puf (SAHC 328 Baos

DEFINITIONS

Définition. Soit z un nombre complexe non nul d'image M. On appelle argument de z toute mesure
de 'angle orienté (ﬁ,O—>M) On note arg(z) = 0 [2x], car un argument est défini a un multiple de 27
prés. Le nombre 0 n'a pas d'argument.

Cas a connaitre. Pour k > 0: arg(k) = 0; arg(—k) = 7 ; arg(ki) = Z. arg(—ki) = = [27].

2 2
Propriétés. Pour z et 2’ non nuls, et n entier naturel (toutes les égalités sont modulo 27) :

o arg(zz') = arg(z) + arg(2') et arg (2") = narg(2) ;

* arg (%) = —arg(z) etarg (5) = arg(z) — arg(2’) ;

* arg(z) = —arg(z) et arg(—z) = 7 + arg(z).

Ces regles valent pour le produit et le quotient, pas pour la somme.
Angle d'un vecteur. Pour A # B : (E,E) = arg(zp — z4) [27].

%, EXEMPLE RESOLU

1) Donner un argument de 3, —2, 5i et 1 + i. 2) En déduire un argument de (1 +i)° et de —1 — .
Solution. 1) arg(3) = 0, arg(—2) = = et arg(5:) = g Le point d'affixe 1 4 ¢ est M (1;1), sur la bissectrice

du premier quadrant : arg(1 + ¢) = % [27].

2) arg ((1+14)°) =5 x % = %T [27].

—1—¢=—(1+14),doncarg(—1—i) ==+ g = %ﬂ = —?ZTW [27]. Le point (—1;—1) est bien dans le
troisieme quadrant : ce n'est pas %
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X 8. Forme trigonomeétrique pasio jué (sade saa) duiliall GLSII

¢ METHODE

Propriété. Tout nombre complexe non nul z s'écrit z = r(cos 6 + isinf), avecr = |z| > 0 et f =
arg(z) [27]. C'est une forme trigonométrique de z, notée z = [r;0)].

Passer de a +iba [r;0].

1. Calculer » = v/a? + b2.

2. Ecrire cos = 2 et sinf = I—)
T r

3. Reconnaitre 6 sur le cercle trigonométrique, en regardant les deux signes.

Passerde [r;0laa+ib:a=rcosfetb=rsinb.
: : . [rs6] _[r. g1 = [y
Calculs. [r;6] x [r';0'] = [rr' ;0 + 6], 0] = [F ;0 — 0’} et [r;0]" = [r";nd).
Pieges. Le module doit étre positif, et c'est « cos +isin » avec le méme angle :
T s 5T
—92 2 ligins) = [9.281.
° (cos4—|—zsm4) [2, 4],
® cosf —isinf =[1;—6] et —cosf+isinf =[1;7m — 6.

*\, EXEMPLE RESOLU
1) Ecrire z = 1 + iv/3 et 2/ = 1 + i sous forme trigonomeétrique. 2) Ecrire — sous forme
z

. . . " o 4 Y
trigonométrique, puis sous forme algébrique. En déduire cos 2 et sin Iz

. 1 3 a
Solution. 1) |z| = v/1+3 =2, cosf = b etsinf = g donc 6 = g :z = [2;%}. De méme, || = v/2,

2
cosf =sinf = i, doncz' = [\/E, E].

2 2 ;
z T T ™
25-[vs-4) -l
1 . 1 g 1227 1k -1
Sous forme algébrique : Irr/g = ( +Z\/§)( J o= +2\/§ + \/32 4
1
1 —1 v+ v2
On identifie les deux écritures : v/2 cos . s i et v2sin == o . Donc cos 75 = S o
12 2 12 2 12 4
. m /6—1/2
sin — = —.
12 4
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X Carte : quelle méthode pour quelle question ?

#¢ METHODE

On me demande...
la forme algébrique d'un quotient
z réel, ou z imaginaire pur

une équation avec z etz

in

une distance AB

I'ensemble des M (z) tels que |z — a| = r,
ou |z —a| =]z — b

un argument, ou une forme
trigonométrique

un produit, un quotient ou une puissance

modulo 27.

9. Notation exponentielle

DEFINITIONS
le®| = 1.

exponentielle.

%, EXEMPLE RESOLU

Je pense d...

le conjugué du
dénominateur

Im(z), ou Re(z)
poser z =z + iy

le reste de n dans la
division par 4

le module
|z —a| = AM

b
r=|z|, cosf = 2, sinf = -
r r

la forme trigonométrique

Cours - Les nombres complexes - 2BAC PC

Ulsaw ($B diipb sl :dlagy>

Je conclus avec...

un dénominateur réel, puis a +
ib

Im(z) =0, ouRe(z) =0
identifier les parties réelles et
imaginaires

1,7, —1ou —g

AB = |zp — z4|

un cercle, ou une médiatrice
[r;0] avecr > 0, en regardant les

deux signes

multiplier les modules, ajouter
les arguments

Dans tous les cas : Re(z) et Im(z) sont des réels, un module est positif, et un argument est donné

pARio uf (Sadc 329 w31 LLSII

10
o oif x it — (il0+0) ot % — ¢il6-0) -
e

, 1 R i ‘

° (ez€)n _ em0’ % — 6710 et 619 _ 6710.
e

Valeurs a connaitre. ¢ = 1, /™/2 = j, " = —1, e i"/2 = —j et 2™ = 1.
i\, ATTENTION

Attention. Dans re?, le module 7 doit étre positif : —2e? = 2¢i(0+m),

Notation. Pour tout réel 8, on note e = cos + i sin §. C'est le nombre de module 1 et d'argument 6 :
Tout nombre complexe non nul z = [r; 6] s'écrit donc z = re?, avec r = |z| > 0. C'est sa forme

Régles de calcul. Ce sont celles des puissances : pour tous réels 6 et #', et tout entier n :

1) Ecrire z = 1 + i4/3 sous forme exponentielle, puis calculer z%. 2) Pour quels entiers naturels n le

nombre (1 + )" est-il réel ?
o

Solution. 1) On avu que z = [2; 3

], donc z = 2¢i/3. Alors 26 = 26¢8im/3 — g4e%im = 64.

2) 1+i=+/2€"/4, donc (1 +4)" = (v/2)" e™/% Ce nombre est réel quand son argument est un

multiple de 7 : L km, soit n = 4k. Donc

4

2BAC PC — Mathématiques — monsuperprof.com
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., 10. Formules de Moivre et d'Euler »Jolg y9lgo Lisumo

", PROPRIETES

Formule de Moivre. Pour tout réel 6 et tout entier n : (cos 6 + i sin0)"™ = cos(nf) + i sin(nf). C'est la
régle (e)" = ™ écrite avec cos et sin.

Formules d’Euler. Comme e = cosf + isind et e = cos § — isin f, on obtient en ajoutant puis en
soustrayant :

¢ 4+ o= el _ g—if
cos = ——etsinf = ————
2 21

.. ) ) ) ) ) 0 .
Angle moitié. On met ¢%/2 en facteur : 1 + e = /2 (e=/2 4 ¢%/2) = 2 cos 5 /2,

%, EXEMPLE RESOLU

1) Avec la formule de Moivre pour n = 2, retrouver cos 26 et sin 26. 2) Ecrire 1 + €i™/3 sous forme
exponentielle.

Solution. 1) (cos @ + isin#)? = cos? § — sin® f + 2i sin @ cos §. Par Moivre, c'est aussi cos 20 + i sin 26. On
identifie les parties réelles et imaginaires : cos 20 = cos? § — sin® § et sin 20 = 2sin  cos §. Avec n = 3, on
obtient de la méme fagon cos 360 = 4 cos® @ — 3 cos 6.

2) Avec § = g 11+ e™/3 = 2cos % ei™/6 = /3 ¢i™/6. Le module est v/3 > 0, donc c'est bien une forme

exponentielle.

e L . 3 S . 3 1 3 3.
Verlflcatlon:1+e”f/3:§+§z et\/?:(%—i—gi) :§+§z.

X 1. Linéariser avec les formules d’Euler duilie WL3ga> blhs|

$¢ METHODE
Linéariser, c'est écrire une puissance comme cos® z ou sin® z sous la forme d'une somme de termes
cos(kz) et sin(kz), sans puissance. On en a besoin pour trouver des primitives (chapitre 4) et calculer
des intégrales (chapitre 8).
Méthode.

1. Remplacer cos z et sin z par les formules d'Euler.

2. Développer (identités remarquables, binéme : (a + b)? = a® + 3a%b + 3ab® + b%).

3. Regrouper les termes deux par deux : e#® + e~*2 = 2 cos(kz) et e** — e~ = 2jsin(kz).

1 + cos 2z . 1 — cos2z
Résultats a connaitre. cos’> z = +T etsin’z = 7

%, EXEMPLE RESOLU
Linéariser cos® z, puis en déduire une primitive de z +— cos® z sur R.
eix + efiw 3 - 83iz + 3eiw + 3671'.70 + 673iw
2 8
(€% + e%%) + 3 (e + e7®)  2cos3z + 6cosx
8 a 8 '

Solution. cos® z = ( , car e2i® x 7T = ¢l

On regroupe : cos® z =

1 3
Donc cos®xz = = cos 3z + — cos z.

Une primitive est F(z) = T 3z + 7 Sine, car la dérivée de sin 3z est 3 cos 3z.
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X 12. Equations du second degré dans C C L9 ALl d>yall o 3 slaall
#¢ METHODE
Equation 22> = g, avecaréel.Sia >0:z=,aouz=—/a.Sia=0:2=0.Sia<0:z=1iy/—aouz=
—iv—a.
Equation a2z + bz + c = 0, avec a, b, c réels et a # 0. On calcule A = b* — 4ac:
—b— —b

® si A > 0:deux solutions réelles VA et + VA ;

5 2a 2a
e si A = 0:unesolution réelle —— ;

2a

e sSi A < 0:deux solutions complexes conjuguées

—b—iv/-A - —b+iv/-A
2a 2a i
Dans C, I'équation a donc toujours des solutions. On n'écrit jamais v/A quand A < 0.

. . - b c
Somme et produit. Les solutions z; et 2z, vérifient z; + 20 = —— et 2725 = —.
a a

Degré 3. Si I'on connait une solution a d'une équation de degré 3, on factorise par (z — «), puis on
résout I'équation du second degré qui reste.

%, EXEMPLE RESOLU

Résoudre dans C:1) 22 = —9;2) 22 — 62+ 13 =0; 3) 22 — 522 + 92 — 5 = 0, en remarquant que 1 est
solution.

Solution. 1) -9 < 0:z=3iouz = —-3i. 5 = {-3¢;3i}.

2)A=36-52=-16<0ety/—A =4.Doncz = i

=3—-2i0Uz=3+2i85={3-2i;3+ 2}
Contréle : la somme vaut 6 = —_T6 et le produit vaut 9 + 4 = 13.

3)1-5+9—5=0,donc 1 est solution. On vérifie en développant que 2® — 522 + 92 — 5 = (2 —
1)(2% — 42 +5).
Pourz2—4z+5=0:A=16—20=—4,doncz=2—40uz=2+45={1;2—14;2+1i}.

., 13. Angles, alignhement et orthogonalité Jolailly duolidiwilg Llgill

.. PROPRIETES

. . ) - —— = . .
Angle orienté. Pour des points A, B, C distincts : (AB,ﬁ) = arg (ZC ZA) [27]. Le point d'arrivée
du second vecteur est au numérateur.

_> H —
Plus généralement, pour A # BetC # D : (AB7 CD) = 40 <zD zC) [27].

ZB — %A
Conséquences.
i L Zc — 24 p
e A, B, C (distincts) sont alighés «<— ——— estunréel;
2B — %4
Zp — ZC .
estunréel;

* (4B) | (€D) — 2=

* (AB) L (CD) «— % est un imaginaire pur.
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N, EXEMPLE RESOLU
1) Les points A(1 + i), B(3 + 2i) et C(5 + 3i) sont-ils alignés ? 2) On donne A(1), B(2 + 1) et C(3).

Zc — 24 s —_— =
Calculer ——— et en déduire une mesure de (AB,AC).
o 412 2(2+4)
- = T i , L
Solution. 1) 20T A ,Z = — = 2. C'est un réel, donc A4, B et C sont alignés.
2B — %A 241 241

g) 20~ %4 —1+¢ (-14+4d)@Q-4¢) —-1+4+i+i—4> 2

= = = = — = U

ZB — 2 1472 2 2 2
Donc (ﬁ,ﬁ) = arg(i) = g [27] : les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

X 14. Nature d'un triangle ou d'un quadrilatére web) ol Culio daub
¢ METHODE
L . . Zc — ZA AC
Méthode : un seul quotient. Pour un triangle ABC, on calcule g = ——.0On a |q| = — et
Zp — 24 AB

arg(q) = (E, ﬁ) [27].

alors le triangle est...

lg =1 isocéle en A (AB = AC)
g imaginaire pur rectangle en A
g=i0oug=—i rectangle et isocéle en A
g=e"3ouqg=e"3 équilatéral

. , il . ™
Attention : |g| = 1 seul ne suffit pas pour « équilatéral ». Il faut aussi arg(q) = i§'

Quadrilatéres. ABCD est un parallélogramme si zp — z4 = z¢ — zp. C'est un rectangle s'il a en plus
un angle droit, un losange s'il a deux cotés consécutifs de méme longueur, et un carré s'il a les deux.

Cercle circonscrit. Son centre Q vérifie QA4 = QB = QC.

*\, EXEMPLE RESOLU
Déterminer la nature du triangle ABC : 1) A(1), B(2 + i), C(i) ; 2) A(1), B(3), C (2 +iv/3).
Solution. 1) On a calculé a la partie 13 que g = 4. Le triangle ABC est donc rectangle et isocéle en A.

2)q= # = % + gz = ¢'/3, Le triangle ABC est donc équilatéral.
", 15. Translation et homothétie LSl dslj3l

.. PROPRIETES
Une transformation associe a tout point M (z) un point M’(z’). Son écriture complexe donne 2’ en
fonction de z.

—
¢ Translation de vecteur w d'affixe b: MM' = w, donc 2’ = z + b.
— —

* Homothétie de centre Q(w) et de rapport k (réel non nul) : QM' = kQM, donc 2’ — w = k(z — w).
Reconnaitre 2z’ = az + b, avec a réel non nul.
e Siag =1:c'estlatranslation de vecteur d'affixe b.

® Sia # 1:c'est'nomothétie de rapport a et de centre le point fixe Q(w). On trouve w en résolvant

w=aw + b, soitw = .
1—a
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*\, EXEMPLE RESOLU

1) Donner I'écriture complexe de I'homothétie h de centre (1) et de rapport —2, puis I'affixe de
l'image de A(i). 2) Reconnaitre la transformation 2’ = 2z — 1 + 1.

Solution. 1) 2/ — 1 = —2(z — 1), soit 2’ = —2z + 3. L'image de A a pour affixe —2¢ + 3 = 3 — 2i.

2) a = 2 est un réel différent de 1 : c'est une homothétie de rapport 2. Son centre vérifie w = 2w — 1 + 4,
Soitw =1 —4.

Vérification: 2(1 —¢) — 1 +14 =1 — 4, donc (1 — ¢) est bien fixe.

., 16. Rotation SUTES

., PROPRIETES

Ecriture complexe. La rotation de centre Q(w) et d'angle 6 transforme M(z) en M'(2') tel que QM' =
Ol aar

QM et (Q ,QM’) = 0 [2x]. Son écriture complexe est :

2 —w=e"z—w),s0it 2 =w+ e’ (z —w).
Sile centre est O : 2/ = 2. Par exemple, multiplier par i = ¢7/2, c'est tourner d'un quart de tour
autour de O.

Reconnaitre 2’ = az + b, avec |a| = 1 et a # 1. C'est la rotation d'angle arg(a) et de centre Q(w), avec
b

l1—a

Une rotation conserve les distances. Si M’ est |'image de M, alors QM = QM' : le triangle QM M’ est
o e , ™

isocele en Q. Il est équilatéral si I'angle vaut ig.

w =

%, EXEMPLE RESOLU
1) Déterminer I'image de A(3 + 7) par la rotation de centre (1 + 7) et d'angle g 2) Reconnaitre la

transformation 2z’ = iz + 2.

Solution. 1) 2’ = (1 +4) +4((3+4¢) — (1 +4)) =1+i+2i =1+ 3.

. ' 2 2(1+¢2
2) |i| = 1 et # 1:c'estune rotation d'angle arg(i) = Z Son centre a pour affixe w = - = (1+9)
2 L= 2

=1+
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X Carte : géométrie avec les complexes dyadall slacBl dwaigll :dhyys>

¢ METHODE

On me demande... Je calcule... Je conclus avec...

une puissance 2", ou si 2"

) la forme exponentielle re??  rei? ; réel sing = 0 [
est réel

les formules d'Euler, puis je

linéariser cos™ z ou sin” x e 4 e~k — 9 coska

développe
résoudre az’> + bz +c=0 A siA<0:7bi+ V-4
a
L, RC — ZA S . .
A, B, C alignés? —_— alignés si ce quotient est réel
ZB — %A
des droites Zp — Z¢C ) ) . ) o
. . O perpendiculaires s'il est imaginaire pur
perpendiculaires ? ZB — 24
. Zo — 2ZA lgl = 1:isocéle; g = +i:rectangle isocéle ; ¢ =
la nature du triangle ABC q=—" /S £ it e £
2p — 24 e/3 ; équilatéral
N , a = 1:translation ; a réel : homothétie ; |a| = 1:
reconnaitre z’' = az + b aetw= . .
l1-a rotation d'angle arg(a)
I'image d'un point par une .
g P P 2 =w+e?(z—w) sans oublier le +w
rotation
X Erreurs fréquentes d=ilis sUnsl

x Oublier i = —1: (24 3i)(1 —4) = —1 + 4.
v(2+3)(1—i)=2-2i+3i—32=2+i+3="5+4i.

x Ecrire z —z = 2Im(2).
v z—7Z = 2iIm(z). C'est z +Z = 2Re(z) qui n'a pas de 1.

x Ecrire |3 +4i|=3+4=T.
v |3+ 4i| = V3% 4+ 42 = 5: on utilise la partie imaginaire 4, un réel, sans le i.

x Donner arg(—1 — i) = % parce que tan6 = 1.

o

v cosf < 0 etsinf < 0:on estdans le 3¢ quadrant, donc arg(—1 — i) = — 1 27].

. T s . 24
x Lire —2 (cos 1 + isin Z) comme une forme trigonométrique de module —2.

v Un module est positif : —2¢™/* = 2¢7e/™/* = 2¢57/4,

x Conclure « pas de solution » quand A < 0.
—b+iv/-A

5 . On n'écrit jamais v/A avec A < 0.
a

v Dans C, il y a deux solutions conjuguées

x Inverser le quotient : (E,ﬁ) = arg Z5 24
20 — 24
v Le vecteur d'arrivée est au numérateur : (AB, AC) = arg 224 |

27).
ZB — 2A
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x Ecrire la rotation 2’ = €?(z — w) (oubli du + w).
v —w=e"%z—w), donc 2 = w+ e?(z — w). Vérification : le centre Q2 est sa propre image.

& MONSUPERPROF IA
Une notion n'est pas claire ? Scanne le QR « MonSuperProf |A » en page 1 et pose ta question :
explication pas a pas, en francais ou en darija.
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